TEMA 0. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

Matriz es el nombre genérico que en matematicaapbea a listas y tablas numéricas. Las
matrices se emplean, entre otras muchas cosasalpasaenar informacion, para describir
relaciones, para el estudio de sistemas de ecuwagion y aparecen de modo natural en
Economia, Sociologia, Psicologia, Estadistica, Gaa;...

DEFINICIONES BASICAS

e Matriz de orden n x m

Todo conjunto de elementos dispuestos de modo addeen forma de una tabla ddilas y
m columnas. Se simboliza en las formas:

A, Q, -
pc| 2 B
An A o Yy
f;
A= (6 Corny) 6 A=l :

siendo:

aijj : el téermino situado en la fila i y columna j,

G . vector-columna formado por los elementos de larspa |
G=1,2,....,m)

fi . vector-fila formado por los elementos de lafije= 1, 2, ..., n)

Si n=1, la matriz se denominaatriz fila

Si m=1, la matriz se denomimaatriz columna



Una matriz puede contener informaciones muy vasiada

- Resultado de una encuesta realizadaralividuos sobren preguntas. Cada fila es la
respuesta de un individuo.

- Una tecnologia lineal que empledactores emnm procesos productivos. Cada columna
€s un proceso productivo.

- Una aplicacion lineal deren R".

- Los coeficientes de las incognitas de un modekmrlinlen ecuaciones ynincognitas.
Cada columna son los coeficientes de una incégnita.

» Matrices cuadradas
Son aquéllas en las que el numero de filas coirmdez| nUmero de columnas= m.

En las matrices cuadradas llamamos diagonal pahaplos elementos en los que los
subindices y | coinciden:

a,, &,,...,a,, forman la diagonal principal.
La suma de los elementos de la diagonal princpdenomind RAZA de la matriz.

TrazA)=ay, +a, +...+a,

Las matrices cuadradas que tengan nulos los elemmgne quedan a uno de los lados de la
diagonal principal se denominamatrices triangulares. Siendo:subtriangular si son nulos
los que quedan a la izquierda@per triangular sin son los de la derecha.

Matriz diagonal es la que tenga nulos todos losneteos que no estén en la diagonal
principal.

aﬂ 0 ... 0 a11 312 ain
A=l % O A=y
a, a, - a, 0 0 - a,
Triangular inferior Triangular superior

a, O 0

A= 0 a'22 0

0 0 - a

Diagonal



OPERACIONES ELEMENTALES CON MATRICES

Cuando los elementos de la matriz son nimerosstealge cualquier cuerpo conmutativo,
surge una capacidad operatoria con las matridesgue es igual, surge una estructura
algebraica en los conjuntos de matrices.

SUMA DE MATRICES

. Suma de dos matrices del mismo orden es la matezepulta al sumar los elementos
gue ocupan el mismo lugar en ambas.

Crfm = An:m + Br'Em
Sumandose elemento a elemento:
G = g +Qj

El elemento neutro de la suma matricial esniatriz nulg que tiene todos sus elementos
iguales a cero.

Propiedades

Sean A, B, y C matrices del mismo orde®d g matriz nula, entonces

1. Asociativa: A+(B+C)=(A+B)+C
2. Conmutativa: A+B=B+A
3. Elemento neutro: AB®=A

4, Elemento opuesto: A+(-A)&

PRODUCTO DE NUMERO REAL POR MATRIZ

El producto de un numero red) (por una matrizA = (g)) es la matriz que resulta al
multiplicar el escalar por cada uno de los elensed®la matria = (g).

kA=B /ABOM .,y kOR

siendo: qj =k F:¥



PRODUCTO DE MATRICES

El producto de una matrix de ordem x m, por otra matri8B de ordemm x p, es la matrizC,
de ordenn x p, cuyo elemento genéricq es el resultado de sumar los productos de los
elementos de la filadeA por los de la columniadeB.

AmB., =C/c =a, iy, +a,b, +.+a, b,
Propiedades
Suponiendo conformidad de 6rdenes entre las mathic8 y C:
1. Asociativa: A[(BIC) =(AIB)IC
2. Distributiva: A[(B+C) = A[B+ AIC
3. No Conmutativa: AIBZBIA

El elemento neutro del producto matricial cuand® r@atrices son cuadradas esmatriz
identidad que tiene unos en la diagonal principal y elaelst elementos iguales a cero.

TRANSPOSICION MATRICIAL

Transpuestade una matriz A, de ordenx m, es la matriz A de ordenm x n, cuyas filas son
las columnas de A.

AOM ., OTFEfer . AOM

Ejemplo:
1
1 -3 0 .
A= >A=-31
2 1 5
0 5

Si la matriz A es cuadrada y ademgs=a; , la matriz A' coincide corA. Las matrices que

ji ?
cumplenA' = A se denominamatrices simétricas

Ejemplo:
2 -1 0
A=-1 -2 5
0O 5 3



Propiedades

1. Propiedad involutiva: el resultado de transponer dos veces (0 un nuparode
veces) una matriz, es la propia matriz.

(Al)‘:A

2. La transpuesta de una suma de matrices es la staa flanspuestas.
(A+B) =A'+B'
3. La transpuesta de un producto de dos matrices @sodlicto de las transpuestas

cambiadas de orden.

(AB) =B'[A'



DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

A toda matriz cuadrada), se le asocia un numero llamado determinanté\,dque se
simboliza comodet(A) o |A.

Este niUmero es una caracteristica de la matrizguoiéene informacion sobre la dependencia
o independencia lineal de los vectores-columna(ypd vectores-fila) que forman la matfiz

Lo mas relevante es el hecho de que sea iguabaocgistinto de cero. En el primer caso, los
vectores son linealmente dependientes (I.d.) y sagaindo, linealmente independientes (l.i.)

|A =0 - matrizsingular - I.d

|A#0 - matrizregular - | i

El calculo del determinante se basa en la definicjge se da a continuacién y en las
propiedades que siguen:

DEFINICION: Determinante de una matriz cuadrada, (de ordenn) es el nimero que
resulta al sumar todos los productosiadementos de la matriz que cumplan dos requisitos:

1. Que en cada producto entre un solo elemento defdéagade cada columna.

2. Que a cada producto se le anteponga signo + o sigegun que haya un namero par o
impar de inversiones del orden natural en los slit#s de columnas, previa ordenacion de los
elementos de cada producto por filas, o en losngid#s de filas, previa ordenacion de los
elementos de cada producto por columnas.

De la definicion se desprende que el nimero deugtod que hay que sumar para calcular el
determinante, coincide con el nimero de permutasiogue pueden hacerse con los n
primeros numeros naturales, que es n!, y que at#alme ellos, hay que anteponer signo (-).

1. Determinante de una Matriz cuadra de orden 2

Numero de productos 2! = 2. Ordenados los elemerdodilas son de la forma,a,;. Los

segundos subindices pueden §&#} o {21}. Los primeros estan en el orden natural, en los
segundos hay una inversion del orden natural.

a, &
A1 Ay

|A4= 2611@22—612@21




2. Determinante de una matriz cuadrada de orden 3

a, a, a;
A=la, a, a,
y Ay, Ay

Numero de productos: 3! = 1.2.3 = 6.

Ordenados los elementos por filas, son de la foay@ ;a;, .

Los segundos subindices pueden ser

{ 1B, 28 31, 32n{ 213 {132}

En los tres primeros hay un numero par de inveesidigse les antepone el signo + a los
productos), los tres dltimos tienen un numero img@rinversiones del orden natural (se
antepone signo — a los productos).

| A = 8y;.8,).855 + 81580585 + 8138518
= 843.89,.85) T 8y,.8y1.035 ~ 8185385,

3. Determinante de una matriz de orden superior a tres

Existen distintos métodos que permiten calculadeterminante de un matriz de orden
superior a tres, el mas utilizado es el de losradgl

La suma de los productos de los elementos de ngofiuna columna) pos sus respectivos
adjuntos es igual al determinante de la matriz.

m I+

det(A)=3a, (1) deim,)

i=1
Donde: A, =(-1)"" det(M; ) es el adjunto de, .

Determinante de una matriz triangular

En una matriz triangular son nulos los element@sguedan a uno de los lados de la diagonal
principal. Debido a esto, los productos cuya sumalaleterminante de la matriz son nulos,
excepto el producto de los elementos de la diagmiratipal.



A=l T Fa By, B,

8y a, - &,

Para el calculo del determinante de una matriz ragiag no triangular, de orden mayor que
tres, procede recurrir a las propiedades de |lesméetantes.

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Permitensimplificar_el calculo del determinanteen algunos casosgar un procedimiento
operativo para calcularloen cualquier caso; ademamesuelven el problema de la
dependencia e independencia lineal devectores del espacio vectorial R

1. PROPIEDADES QUE SIMPLIFICAN EL CALCULO:

PROPIEDAD 1

El determinante de una matriz coincide con el deganspuesta
det{A) = defA')

PROPIEDAD 2

Si una de las columnas (o de las filas) de la maginula, el determinante vale O.

det(cl,...,b,..,cnjzo

PROPIEDAD 3

Si se intercambian entre si dos columnas (o filles)a matriz, el determinante cambia de
signo.

del(cl...q...cj...cn): —del(cl...cj...q...cn)
PROPIEDAD 4
Si la matriz tiene dos columnas (o filas) iguatesdeterminante es cero.

det(cl...q...cj...cn)=0 si ¢ =¢;



PROPIEDAD 5

Si cada columna (o fila) de una matriz se multglpor un escalar, el determinante de la
nueva matriz es igual al producto de los escalavegl determinante de la matriz inicial.

det(kc,....kc;,....k.c,) =k [..[k; 1.0k, [det(c,...c; ...c,)

PROPIEDAD 6

Si una matriz tiene dos columnas (o filas) propmrales, su determinante vale cero.
defc,,....G ... kG,...,.c,) =0
PROPIEDAD 7

El determinante de una matriz producto de dos oestrcuadradas del mismo orden coincide
con el producto de los determinantes de ambas.

ALB =|Al[B

2. PROPIEDAD QUE CONDUCE A UN PROCEDIMIENTO PARA EL CACULO DEL
DETERMINANTE EN CUALQUIER CASQO

PROPIEDAD 8

El determinante de una matriz no cambia de valosuahar a una columna (o fila) una
combinacion lineal de las demas.

En esta propiedad se basargltodo de Laplacepara la resolucion de determinantes. Consiste
en hacer que una fila o columna tenga todos losezitos iguales a cero menos uno y aplicar
a continuacion el método de los adjuntos a esa flalumna.



RANGO DE UNA MATRIZ

Si el determinante es un numero real asociadoads matrices cuadradas, el rango es un
namero natural asociado a cualquier matriz.

Si interpretamos las filas (o las columnas) dematiz como vectores de'Rel estudio de los
modelos lineales de compatibilidad requiere praueshitos operativos que permitan averiguar
la dependencia o independencia lineal de los vestoolumna formados por los coeficientes
de las incognitas. El concepto de determinanté, referido a matrices cuadradas, no aporta
un procedimiento operativo general. Se hace ndoesap concepto mas general, aplicable
tanto a matrices cuadradas como no cuadradasofiegpto es el rango de la matriz.

DEFINICION

LlamamosMENORES de orderh a los determinantes de las submatrices cuadradaadas

por los elementos comuneshdilas y h columnas cualesquiera de la matriz. Se dice que el
RANGO DE UNA MATRIZ A es el numero natural si algan menor de ordenes distinto

de cero y todos los menores de orden mayor goa nulos.

TEOREMA

El rango de una matriz coincide con el maximo nanuer vectores-columna y con el maximo
numero de vectores-fila linealmente independiegteshay en la matriz.

De este teorema se desprende que todo el probEatava al estudio de la dependencia o
independencia lineal entre vectores de los espagdipo R queda reducido al calculo del
rango de matrices.

CALCULO DEL RANGO

1. Elegir las dos primeras columnas y buscar un mdearden dos no nulo. Si lo hay, cly
c2 son Li. y el rango de la matriz es, al menos. & no lo hay, c2 es mdultiplo de cl, se
suprime c2, y se elige la siguiente columna emugarl

2. Partiendo del menor no nulo de orden 2, se eligenueva columna y se van calculando
solamente los menores de orden 3 que sean orlatioe @rden dos no nulo, hasta encontrar
uno no nulo. Si lo hay, las tres columnas sorylal rango es al menos tres. Si no lo hay, la
tercera columna es combinacion lineal de las diosgpas y puede suprimirse.

3. Se reitera el procedimiento partiendo del menasrden tres no nulo.
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0.6.INVERSION MATRICIAL

Sea A una matriz cuadrada de ordeSe dice que A es matriz inversa de la matriz A, si el
producto de ambas matrices es igual a la matragn(l).

AA = AT [A=],
La matriz A serd invertible si su determinante istirdo de cero. En caso contrario no sera
invertible. Asi pues lasnatrices regularesadmiten inversa y las matrices singulares no

admiten inversa.

Es condicion necesaria y suficiente para que elastaversa de una matriz cuadrada que su
determinante sea distinto de cero.

PROPIEDADES

1. Lainversa de una matriz, si existe, es Unica

2. El determinante de la inversa de una matriz, cdacbn el inverso del determinante de la
matriz.

=L

A

3. Lainversion es involutiva, es decir, aplicada deses (0 un niumero par de veces) resulta
la matriz inicial.

(At =A
4. Lainversa de un producto es igual al productadenversas cambiadas de orden.
(aB J*=BtA"

5. La inversa de la transpuesta de una matriz, ed gl transpuesta de la inversa de la
matriz

()= )

CALCULO DE LA INVERSA

La inversa de la matriz A es igual al inverso delsterminante por la matriz formada por los
adjuntos de A transpuestos.

L1

~ det(A) Bdi(A)
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EXPRESIONES Y ECUACIONES MATRICIALES

Expresién matricial

Toda expresion en la que intervengan matrices cuydsnes sean conformes con las
operaciones a las que van sometidas, esexpegesion matricial. Tales expresiones a veces
pueden simplificarse. Para ello se debe tener mwpenta la no conmutatividad del producto
y las propiedades de la inversion y de la transpmsimatricial.

Ecuacion matricial

Es toda igualdad entre expresiones matricialesaequé todas las matrices sean conocidas
excepto una que es la matriz incognita. Para dasfsgematriz incognita, al igual que en las
ecuaciones algebraicas, se procede a transponrhoisos de modo que la matriz incognita
guede en uno de los miembros, nhormalmente mukigiqgoor una 0 mas matrices. Si la matriz
gue multiplica a la incégnita es regular (admiteensa), multiplicando en los dos miembros,
al mismo lado, por su inversa, queda despejadatazincognita.

Ejemplo: AlX =B

ATAX)=A'"B - I X=A"B - X=A"[B

12



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema lineal de ecuaciones conincognitas se escribe de la forma siguiente:

a X tapX, teta X, =h
azlx1+azzxz+"'+a2n n =b2

Xy T X o a X, =hy

o0 escrito en forma matricial quedaria:

d; @, v A, (% by
Q Ay o Ay, X.z — b.z L AX=b
8y Ap v @n) \ X)) by

Discusion del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius)

Sirango(A)# rango(A|b)= el sistema es incompatible (sin solucion)

Sirango(A) = rango(A|b) = B> el sistema es compatible determinado (con solumiice)

Si rango(A) = rango(A|b) < n=> el sistema es compatible indeterminado (con mnié&ip
soluciones)

Resolucién del sistema (Regla de Cramer)

Si|A#0=>X=A"Db

La regla de Cramer surge al despejar cada incognita anterior ecuacion matricial.

Si la matriz A no admite inversa, se suprimen aseiones que sean redundantes y se forma
un sistema con tantas ecuaciones como incoégnitas r@triz A regular), pasando al lado
derecho de cada ecuacion las variables restantes.

Sistemas homogéneos

Son aquellos que tienen nulos todos los terminbspendientes.

a; a, - &, %} 0
Ay Ay o Ay, % 0

B Ay 8 %) O

Al ser nulos los términos independientes, coincidsrrangos de las matrices A y A|b, por lo
que son siempre compatibles. La solucion Unicaladrdvial (x, =X, =---=x, = 0).
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